LABORATORIUM ELEKTROAKUSTYKI

CWICZENIE NR 1
Drgania uktadow mechanicznych

Cel éwiczenia

Celem¢wiczenia jest zapoznaniegst wiasciwosciami uktaddw drgaicych oraz metodami
pomiaru i analizy drga Cwiczenie skiada siz dwoch czsci. Pierwsza ogé ¢wiczenia
dotyczy drga uktadow cagtych, druga obejmuje pomiary difgaktadu o 1 stopniu swobody.

|. Drgania uktadéw ciagtych

1. Uktad pomiarowy

| 2 ] 3 < 4

1 - badany ukfad drgajacy, 2 - wzbudnica drgan, 3 - wzmacniacz mocy, 4 - generator,
5 - czgstodciomierz, 6 - stroboskop.

2. Zadania laboratoryjne

2.1. Zmierzy¢ czstotliwosci poprzecznych drga wtasnych (modow) belek o #dych
dtugcsciach i przekrojach poprzecznych, wykonanychznygh materiatow.

2.2. Wyznacz§ trzy pierwsze sposoby (mody) dfgpoprzecznych belek.

2.3. Otrzymane wyniki zamdei¢ w tabeli wg wzoru (tabela 3) i porowha wynikami
teoretycznymi korzystag z zalenosci podanych w Dodatku A i danych materiatowych
podanych w tabelach 1i 2.

2.4. Wyznacz§ figury Chladniego na drgagych ptytach o rénych ksztattach.

2.5. Obserwacja fal rozchagtz/ch s¢ na powierzchni wody.

3. Zagadnienia do przygotowania
3.1. Drgania strun, ptow, belek i piyt.
3.2. Czstotliwosci drgar wkasnych (modéw).
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Tabela 1Dane materiatlowe

Materiat Wspotczynnik speystosci Gestase Predkos¢ fali
podtuznej (mod;ﬂf Younga) podtuznej (dzwigku)
E [N/m] p [kg/m’] c. =+E/ p [m/s]
Stal 2,216 7800 5900
Mosiadz 1,0 10 8600 3830
Duraluminium 0,719 2700 5982
Plexiglas 4,45 10 1180 2670

Tabela 2 Momenty bezwtadndici przekrojow o réznych ksztattach

Ksztait przekroju Prostokitny Kotowy Tréjkat rownoboczny
porzecznego (axb) (r) (a)
Moment J3 A
bezwtadnéci a’b/12 /4 96 2

przekroju [nf]




Tabela 3Wyniki pomiarow i obliczen.

Materiat | Parametry n| fnzm fn, obl d | M| Xom,zm | Xnm, obl &
geometryczne (Hz) | (Hz) | (%) (mm) | (mm)_ | (%)
/= 1
a= 1
b= 3
r= 2

1
/= 2 1
a=
b_= 1
r= 3
2
S =
| =
1
- 2 1
a=
' :
B 3
_ 2
I —

Uwaga: O = (fn znt fn, obl)/ 1:n, obl.x 100 %; &= (Xn, znt Xn, obl)/ Xn, obl.x 100 %;
| — dluga¢ [m]; a — grubag¢ [m]; b — szeroké [m]; r — promié [m]; S — pole
powierzchni przekroju [A}; | — moment bezwtadioi przekroju [M]; n — numer
modu drga; m— numer wzta drga.



Dodatek A
DRGANIA PRETOW

« Rozwaamy pet o jednostajnym przekroju poprzeczngim?, wykonany z materiatu o
gqstaéci o [kg/m?] i wspéiczynniku spgzystasci podiuznej materiatu (modut Youngdl
[N/m?].

« W przeciwigstwie do strun nie uwzeglinia seé zupetlnie naaigu. Przyjmuje i, ze
catkowita sita zwracapa pet do potlaenia rownowagi pochodzi jedynie od jego
Sprezystasci wiasnej.

* Pret maze drg& podtuznie, poprzecznie i skinie (wirowo).

|. DRGANIA PODLU ZNE PRETOW

! J
p, T
// pret (E, S, p)
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1 ]q—-—-—-—
ZL/ sila dzialajaca F(f)
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Rys. 2. Drgania podiune pegta.

Pod wptywem dziatagej sity F [N] odlegtas¢ & odlegidé miedzy dwoma dowolnymi
0¢

przekrojami wzrosta aé& :a—dx, zatem wzgjdne wydhienie peta w tym obszarze wynosi
X

0§

& =— i zgodnie z prawem Hooke’a jest proporcjonalnandpkzenia o :
X

Sita dziatajca na prawy przekrgj jest

2
F+9 ax=F+ES? Xk,
0x 0X



czyli, ze wypadkowa sita dzialgga na odcinek gta dé wynosi:

2
dF =52 X x.
ox

Jest to sita speystasci. Pod wptywem tej sity masa odcinkagfar dx rowna dm= Spdx,

0°¢

doznaje przyspieszen%tT. Zatem na podstawie Il prawa Newton’a otrzymujadwnanie:
0’ _ ,0%¢

1.1 —=C —,

(1) o> - oax?

w ktorym ¢, =4/E/ p [m/s] jest pedkoscia fali podtuznej (dzwigku) w precie.
Jest to réwnanie falowe, jednowymiarowe (fawikkowej w pkcie). Spetnia je dowolna
funkcja typué (x+ct).

Dla wyznaczenia drgawtasnych pgta pos¢puje s¢ podobnie jak dla struny, tj. metpd
rozdzielenia zmiennych. Poszukuje sbzwiazania rownania (l.1) w postaci iloczynu dwéch
funkciji, z ktérych jedna zahy tylko odx, a druga tylko od

(X, 1) = X(X)T(t).

Ostatecznie, rozwranie rownania falowego ma posta
. . nir
(1.2) £(x,t)=>(C,, coswt +C,, sinyt) Sif=X, n= 0,1,2,..

gdzie stateCy,, C,y wyznacza s z warunkow pocgkowych, natomiast gstcsci drgan
wiasnych (modow)growne:

(1.3) w = F , [rad/s].
I Vo

Nalezy zauway¢, ze czstasci podiuznych drga wlasnych pgta s, podobnie jak struny,
harmoniczne w stosunku dogstdici podstawowepy (n = 1).



Il. DRGANIA POPRZECZNE PR ETOW

! q
b

- pret(E, I, p) ’ sita zginajaca F(1)
I
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Rys. 2. Drgania poprzeczne preta.

Drgania poprzeczne ¢ga o statym przekroj i gestasci p wzdhuz diugasci | opisuje
réwnanie raniczkowe:

0°z  9° 0°z
1.1 S + El =0,
(1l1) P> Oxz( 6x2j

gdzie wyraenie w nawiasie jest momentem zg#tgm, natomiastl jest momentem
bezwtadnéci przekroju poprzecznegogha

|:jz2ds.
S

Roéwnanie (11.1) nie jest réwnaniem falowymzék podstawimy do (ll.1) rozvazanie
falowe np. w postaci(x,t) =Z exp(j (ot - kx)) , to otrzymamy zwazek dyspersyjny
(dyspersja - zjawisko w ktérym gikosé fali zalezy od czstotliwosci):

&):k2 E
pS’

przy czymk = 277/ jest liczly falowa, A dtugascia fali poprzecznej.
Z zalenaosci tej wynika,ze prdkosé przemieszczaniagpowierzchni statej fazy, czyli
predkos¢ fazowa drga poprzecznych, jest rowna:

c=%¥_ /@L\/IDQ,D‘,,D—»w-
K s v

Ze wzgkdow fizycznych jest to nienatiwe, zatem réwnanie (11.1) nie jestiste. Jednak dla
matych czstotliwosci, dla ktérych diugét fali poprzecznejl jest znacznie wksza od
wymiarow liniowych przekroju poprzecznegaia @A < 0.1), rownanie (11.1) jest
wystarczajgco doktadne dla zastosoiveechnicznych.

Podstawiajc do rownania (I1.1)z(x,t) = Z(x) exp( jat) , otrzymamy:

d‘Z(x)
dx*

S
El

(11.2) U'zZ(x)=0, u*=a’



Ogolne rozwizanie réwnania (11.2) mma przedstawiw postaci:

Z(X) = Ae”™ + A + AP + AgT ¥ =

1.3 :
(113) =B, coslux+B, sinpix+B, cqgex+B, spx

Rozwigzanie (I1.3) zawiera cztery state do wyznaczen@myth potrzebneascztery warunki
brzegowe, po dwa na kady koniec peta.
[I.1. Pret zacisnigty na jednym koncu i swobodny na drugim

Dla x = 0 wychylenie i nachylenie pta musz by¢ rowne zero:

dZ(x)
dx

Z(0)=0 i o = G.

Stqd B, = -Bz orazB, = -Ba.
Dlax = | moment zginajcy i sitascinajaca na swobodnym kau prt musz by¢ rowne zero:
2 3
2By~ 920 o
dx dx

Stad

_ o Singl —sinhgd cogl + cospil
B, =B, =-B,— : :
cosul + coshu sipd + sinpl
przy czym
(cosul + coshl)* = sinhud - sftyd
coshul cogd =- 1.

Wartasci wtkasne ostatniego réwnania wyn@sz

) =1.8751,
L) = 4.6946,
L) =7.8548,
1) =10.9957,..

Dla tych wartdci (4, n=1, 2,..., otrzymuje 8ize wzoru (I1.2) cestotliwosci poprzecznych
drgax wtasnych pgta:

_ LBl
(11.4) o =

Na rysunku 3 pokazano cztery pierwsze mody @l@przecznych gta zacénigtego na
jednym kacu.



Ji

Rys. 3. Cztery pierwsze sposoby (mody) drgan poprzecznych preta zacisnigtego na jednym konicu

o czestotliwo$ciach:
f = 0.52596 ﬂ [Hz]
I pS

f, =6.268f, ,
f,=17.548
f, =34.387f,



Ill. DRGANIA SKR ETNE PRETOW

pret (E, o, p)
!7 - sita skrecajaca F(7)

Rys. 4. Drgania skretne preta.

Gdy prt jest pobudzany momentem skajacym powstaj drgania skstne (wirowe). Pgt
przenosgcy momenty skicajace nazywany jest watem.

Czestotliwos¢ podstawowa drgawtasnych skgtnych jest okrédona wzorem:

-1 _E
(11.1) f1—2| 2,o(1+a)’[HZ]’

gdzieojest liczly Poissona.

Czestotliwosci drgar wyzszych moddéw gsharmoniczne w stosunku doestotliwosci
podstawowef.



[I. Pomiary drgan uktadu o 1 stopniu swobody
Cel éwiczenia

Celem¢wiczenia jest zapoznaniegst wiasciwosciami uktaddw drgaicych oraz metodami
pomiaru i analizy drga

1. Uklad pomiarowy

wel

_[——éi we2 6
5 e g

1 - wzbudnica drgatyp 11076 RFT2 - czujniki drga typ KD 31 RFT,3 - uklady catkujce
typ SM 10 RFT4 - wzmacniacze nagiowe 2607 B&K,5 - wzmacniacz mocy typ 2706
B&K, 6 — komputer PC + program WINPOMI.

I
|

2. Zadania laboratoryjne
2.1. Poiczy¢ uktad wg schematu blokowego.
2.2. Uruchomi program do pomiaréw elektroakustycznych WinPomi.
2.3. W programie WinPomi doko&iaastpujacych nastaw:
* Typ okienka: Prostaitne
e Dtugos¢ FFT: 8192
» Sygnat pomiarowy: Chirp
* Liczba drednie: 3
* llos¢ cykli bez pomiaru: 1
* Napkcie wyjsciowe: 0.2V
» Czestotliwos¢ probkowania: 4 kHz
* Tryb pracy: dwa kanaty
e Zaznaczy okienko autoskalowanie.
Zakres napic wejsciowych karty pomiarowej wynost 10 V. Naley wyregulow& poziom
sygnatu podawanego na wzbudnargar (regulator wzmocnienia wzmacniacza mocy), jak
tez wzmocnienia przedwzmacniaczy czujnikbw drga wzmachiaczy pomiarowych.
Sprawdzenie nagpt sygnatéw podawanych na karnazna dokona w programie WinPomi
wybierapc:
* Pomiar- Analiza sygnatu
* Analizy - Przebieg czasowy
i uruchamiagc Pomiar.

2.4.Dla zadanej masy oheajacej spezyne (my) zmierzy¢ charakterystyk
czestotliwasciowa przyspieszenia drgauktadu o 1 stopniu swobody.
W tym celu naley w programie WinPomi wybta
* Pomiar- Transmitancja

10



* Analizy - Modut transmitancji

* Tryb pracy: stosunek A/B
i uruchomé Pomiar.
Otrzymany wykres modutu transmitancji zdokumentéwa wstpnym dobraniu zakresow
zmian poziomu i ogstotliwaosci.
Przy pomocy kursora odczytabardzo dokiadnie estotliwos¢ drgan swobodnych
jednowymiarowego oscylatora harmonicznego. W tyru ¢ealery ogranicz¢ wykres do
zakresu cgstotliwosci  bliskich czstotliwosci rezonansowej, jak e zmient skak
czestotliwaosci na liniowq.
Odczyt& rowniez wartasci czgstotliwosci dla spadku poziomu sygnatu wgdém poziomu w
rezonansie o 3 dB.
Odczyt& wartas¢ przesungcia fazowego funkcji transmitancji dla estotliwosci
rezonansowej. W tym celu nale w programie WinPomi wybfa Analizy - Faza
transmitancji

2.5. Zmieniagc masg obchzajaca sprzyne (mp) powtdrzy¥ pomiary opisane w punkcie
2.4,

2.6. Znajc masy m i m, i odpowiadajce im czstotliwosci rezonansowefi fj,
wyznaczy mag i podatné¢ sprzyny w ukladzie drgacym o 1 stopniu swobody
korzystajc z zalenosci podanej w Dodatku B.

2.7. Okréli¢ dobra uktadu o rénych masach.

3. Zagadnienia do przygotowania
3.1.Kinematyczne wymuszenie dfigaktadu o 1 stopniu swobody
3.2. Drgania wiasne i wymuszone uktadu z ttumieniem

Literatura

[1] Dobrucki A., Podstawy akustyki. Skrypt PWr., &¢taw 1987

[2] Januszaijtis A., Fizyka dla Politechnik, Tom Hale, 85. PWN Warszawa 1991.
[3] Kucharski T., Drgania mechaniczne. Rozdz. W®&T Warszawa 2004.
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Tabela 1Wyniki pomiarow .

Parametr my | f1 | A (-3dB)| ¢ | M2 fo | Af2 (-3 dB) @
(9) | (Hz) (Hz) |(rad)| (9) | (HZ) (Hz) (rad)
Wartaos¢
zmierzona
Tabela 2Wyniki obliczen.
Parametr Ms k Q1 Q2
Q) (N/m)

Wartas¢ obliczona
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Dodatek B
1. WPROWADZENIE

Ciafa lub uktady wykonujce drgania nosznazwe oscylatoréw. W ogolnym przypadku
oscylatory nie musg sig porusza, wystarczy,ze wielkasci charakteryzujce ich stan
zmieniap sig okresowo. Jeeli przebieg zmienni jakiejs wielkosci mazna opisé funkcja
sin lub cos, to drgania nazywa siarmonicznymi.

Rozr&nia sk oscylatory nie tylko ze wzgllu na rodzaj drgagej wielkaici, ale przede
wszystkim ze wzgldu na zakres estotliwosci:

- mechaniczne, drggje z czstotliwoscia akustycza do ok. 10 Hz,
- elektryczne, z estotliwoscia radiows: 10°-10 Hz,

- atomowe, z agstotliwoicia optyczr 10110 Hz,

- jadrowe, z czstotliwoscia do 1% Hz i wiccej.

Aby uktad moégt wykonywa drgania, musgby¢ spetnione nagpujace warunki:

1. Istnieje potazenie rownowagi i przywracapca je sita zwrotna.
2. Uktad ma bezwiladnéé.
3. Opory ruchu nie g zbyt duze.

Ad. 1. Poldenie rownowagi i sita zwrotna.
W ogolnym przypadku energia potencjalna oscylatatery od wielkaci g, E; = E, (q)

. Potazenia (lub stany) réwnowagi odpowiadaninimum energii potencjalnej. Wychyleniu,
czyli odepciu od stanu rOéwnowagi towarzyszy pojawieniec Sity przywracajcej
rownowag.

W oscylatorze mechanicznym wieléoq oznacza wychylenie, a silprzywracajca
rownowag jest sita zwrotna, przeciwnie skierowana do wyehid, ktdrej wart& rosnie
wraz z wychyleniem:

(1.1 F(q)=-gradE; (q) = -UE;,

lub w przypadku jednowymiarowymk (x) = — dollfp . Wychyleniex mierzy s¢ od potaenia
X

réwnowagi.

Gdy zachodzi (1.1), to pole dit jest polem zachowawczym, w ktGrym suma energii
kinetycznej i potencjalnej jest wielkcia stah (zasada zachowania energii). W dalszych
rozwazaniach kdziemy mieli do czynienia z sitami zachowawczyrbedziemy pomij& sity
oporu, ktére s sitami niezachowawczymi.

W jednym wymiarze wszystkie sity, zalee jedynie odx (sity tarcia pomijamy), &
automatycznie zachowawcze, poniewistnieje tylko jedna jednoznaczna drogacgay
dwoma punktami, a mianowicie linia prosta.

Krzywa zalenosci energii potencjalnej od patenia mae mi& rozny przebieg. Jeeli
przebieg EP(X) jest taki, jak na rys.1.1, to ruch odpowiagts energii E, bedzie zawsze

ruchem periodycznym, niekoniecznie jednak harmaryjoz

Krzywa zalenaoici energii potencjalnej od patenia mae by pewrs skomplikowar
funkcja, trudra do opisu analitycznego. Jednym z najcrej stosowanych przyhiden w
fizyce teoretycznej jest przybknie harmoniczne. W ramach tego przdatia funkcg

E. (x) rozwijamy w szereg pegowy Taylora:

13



Rys.1.1. Ruch okresowy guzy punktami a i b dla wargoi energii potencjalnef, poniej
lokalnego maksimum energii.

.
=3 LI

nOrl

Tx-%)" =Y aé",

X=Xy

w ktorym Xx oznacza potzenie, X, jest potaenie réwnowagi w ktorymE, =min., a
& =x-X, jest wychylenie z poteenia rownowagi.

. L dE,
Uwzgledniajac, ze w pot@eniu rownowagi—-—

r =0, orazze dla matych wychylewolno
X

X=X
pomim¢ dalsze wyrazy (dlan = 3) szereg Taylora nioa zapisé w postaci (przybfienie
harmoniczne):

1d°E
Ex(X) = Ep(X) +=—=5 2
P( ) P(XO) 2 dX2 X:X{)l—_‘f
Stad i z (1.1) sita zwrotna jest réwna:
dE d’E
1.2 F=—"TP=- P =-k¢&,
(12) T I

przy czym stat k (wspotczynnik spgzystdsci lub sztywncéci) znajduje s dodwiadczalnie
| | [N/m].
Zaleznos¢ (1.2) oznaczaze przy matym wychyleniu z patenia rownowagi, sita zwrotna jest

wprost proporcjonalna do wastm wychylenia. Sity takie nazywagsquasi-spgzyste.
Energia potencjalna w przybé&niu harmonicznym ma zatem pdsta

jako stosunek sity do wychylenia (prawo Hookela)=

Ep(X) = Eo () +3k&2.
Przy matych wychyleniaclf ruch jest harmoniczny (sity quasi-spyste). Dla energii

E. poniej lokalnego maksimum ruch guizy punktami a i b jest zawsze okresowy, ale nie
musi by harmoniczny.

14



Ept9 Ep() = Epl)+ 32°
Ep()

Ep

/
E p(xn)

0
Rys.1.2. Aproksymacja krzywej energii potencjalpajabod.

Pocatek uktadu wspoh@dnych mana przya¢ w potazeniu rownowagiXo = 0, x =¢).

Eg)

x=E

Rys.1.3. Zwrot sityr wynika ze znaku pochodnej energii potencjalnej.

Wéwczas wzér na energipotencjala w przyblizeniu harmonicznym nma zapisé& w
postaci:
(1.3) Eq(x) = Ep (0) + 3k,
oraz
F =-kx.

W przypadku trojwymiarowym wychyleniezastpujemy wektorent

F =-gradE, = —kr.

Ad.2. Bezwladné’

Gdyby nie byto bezwiadraci, sita zwrotna przywrécitaby stan rownowagi i lnuca tym
by sk zakaczyl. Bezwtadné¢ powoduje,ze po przejciu potazenia rownowagi nagpuje
wychylenie w przeciwa strorg. Powstaje przy tym sita zwrotna skierowana w sgron
potozenia rownowagi, ktGraajprzywraca (por. rys. 1.2), ale bezwladfi@nowu nie pozwala
na zatrzymanie w tym miejscu, itp. Maabezwitadnéci w oscylatorach mechanicznych jest
masam ciata drgajcego, ktora jest wiellkeia fizyczm niezalena od pedkaosci.
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Ad.3. Opory ruchu

W kazdym ruchu mamy do czynienia z oporami ruchu, czjitami przeciwnie
skierowanymi do pdkosci, ktorych praca jest zawsze ujemna. Malelo nich tarcie i
lepkas¢. Sa to sity niezachowawcze, ktore nieodwracalnie zijsaig energe ukiadu. Ich
gtéwny efekt dziatania polega na zmniejszeniu amgyi, ktdra z czasem znika.

Jezeli opory g zbyt duze, czas zaniku jest mniejszyzrokres drga i w ogéle nie dochodzi
do drga. Bardziej doktadna analiza zostanie podana przgvaamiu drga ttumionych.

2. RUCH SWOBODNY JEDNOWYMIAROWEGO OSCYLATORA
HARMONICZNEGO

Pogcie oscylatora harmonicznego pojawia\sie wszystkich dzietach fizyki teoretycznej i
zagadnieniach technicznych, np. oscdyjprad elektryczny w cewce (energia kinetyczna) i
kondensatorze (energia potencjalna); opor elektyycgprawo Ohma) odgrywa w tym
przypadku rog tarcia.

2.1. RUCH SWOBODNY OSCYLATORA BEZ TARCIA

Drgania swobodne uktadua sso drgania podczas ktorych ich energia nie jest an
rozpraszana ani niesme. Jako przyktad drgaswobodnych rozwany ciezarek om drgapcy
na spezynie o masiaems. Dlugas¢ swobodna speyny (nieobcizonej) jestly, a obcazonejl;
(por. rys. 2.1).

| k(l,-1,)
e 1] 1
m |
dos
I, I,
de
g

Rys. 2.1. Gjzarek na wakiej sprzynie.

Wychylenie ox z potazenia rownowagi wytwarza sizwrotm kx przeciwnie skierowamn
do wychylenia. Przy niezbyt dum obchzeniu mg skrécenie spzyny jest do niego
proporcjonalne (prawo Hooke’a):

mg = k(I0 —Il) :
gdziek jest sztywnécia sprzyny [N/m], g — przyspieszenie grawitacyjne.

Obcihzona spgzyna pozostaje w rownowadze. Przy wychyleniuxoz potazenia
rownowagi skrocenie sgtyny wynosi |, -1, +X, a zwhzana z nim sita spzystcci jest
rownak(l, =1, +x) z czegok(l,=1,) réwnoway cigzarmg.

Ro&znica sit:
F=mg-k(, -1, +x) =-kx,

jest wprost proporcjonalna i przeciwnie skierowdoavychylenia i dziata jako sita zwrotna.
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Element dtugéci sprzyny dé odlegly oé od zamocowanego koa ma mas

d
de:I—EmS.

1
Przemieszczenie elementu gyny dé jest wprost proporcjonalne do jego odléggioé od
punktu zamocowania. W punkcie zamocowaniasmy (£ = 0), przemieszczenie elementu
sprzyny d¢ jest rowne zeru. Przy wz§de & przemieszczenie §nie, a na kacu spezyny
¢ =1, jest rowne wychylenix cigzarka z potaenia rownowagidé = x. Zatem w odlegici

c

& przemieszczenie elementu gpmy d& jest rownedé :I—x. Pochodna przemieszczenia po

c

czasie oznacza jegogoikos¢ T X, a energia kinetyczna elementucgyny wynosi:
\2 X
dE,, = 3dm,(£x) =375 &£,

I1
stad energia kinetyczna catej gpyny jest rowna:

Dodapc energt kinetyczm cie;zarka%mx2 otrzymamy:

1 1 .
(21) Ek =§£m+§mijz.

Zatem efektywna masa spyny, ktéra bierze udziat w ruchu drgaym uktadu wynos%ms.

Z wychyleniemx (nie za daym) masym jest zwizana energia potencjalna:

1

(2.2) E, :Ekxz.
Z rdwnania ruchu Eulera-Lagrange’a:
oE
(2.3) E(a_E.kj+_P:0,
dt\ ox 0X

oraz na podstawie (2.1) i (2.2) otrzymujemy npsjace rownanie ruchu dla oscylatora bez
tarcia (niettumionego):

(2.4) (m+im)%+kx=0.

Réwnanie to jest przyktadem liniowego réwnanianiézkowego zwyczajnego, drugiego
rzedu, o statych wspotczynnikach. Jest ono liniowenimzawierax w potdze wyszej ni
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pierwsza oraz wspé%czynnil«in+%mS i k nie zalea od czasu. ROwnania tego typu magj
rozwiazania ogoélne w postaci zespolonych funkcji trygoetnycznych:e”” = cosp+ j sing.
Sens fizyczny ma e&¢ rzeczywista tych rozwean. Zgodnie z tym poszukujemy rozyzania
w postaci zespolonej, metpgodstawienia:

x(t)=Xe™, X=[X]e”, x(t)=-ofXe",
Po podstawieniu do (2.4) otrzymujemy:

[-e#(m+im)+k]Xe™ =0.

Roéwna¢ musi zachodZzidla kadej wartgci t, zatem

-«(m+im)+k=0.

Stad pulsacja drgaswobodnych oscylatora bez tarcigjest rowna:

(2.5) w?=

Ruch masyn jest wic ruchem harmonicznym:

(2.6) X(t) = Re{ Xe'“} =[X| costat +¢

przy czym amplitud |X| i faze ¢ drga wyznaczamy z warunkéw pagtkowych.

2.2. RUCH SWOBODNY OSCYLATORA Z TARCIEM

W fizyce teoretycznej przyjmuje gsizwykle (niekoniecznie zgodnie z rzeczywisia),
ze sity tarcia g proporcjonalne do pdkosci. Zaktadamy wgc, ze sita tarcia w oscylatorze ma
posta —r%, gdzie stat r [kg/s] nazywamy rezystancmechanicza oscylatora.

Aby moc korzystd z rowna Eulera-Lagrange’a wprowadzagsfunkcje opisupca
rozpraszanie energii w czasie, tzw. furkdyssypaciji, ktéra jest madracona w ukfadzie
oscylatora na skutek dziatania sity tarcia lepkiggoporcjonala do pedkosci:

P=rx*=RX,
gdzie R=rx jest sih tarcia.
Funkcja dyssypacji jest miaszybkdci zmian energii w uktadzie oscylatora
d _
E(Ek * Ep) =P,
ktéra jest zawsze ujemna, co interpretuggako ubywanie energii z uktadu.
Réwnanie ruchu Eulera-Lagrange’a oscylatora ttumgmo jednym stopniu swobody jest
zatem naspujace:
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oE
(2_7) i(a_E'kJ+_P:—a_F')'
dt\ ox 0x [)'¢

przy czym energia kinetyczri, energia potencjalng, i moc tracona w uktadzie oscylatora
P s3 rbwne:
1 1

E ==mx, E,=>k¢, P=rx.
2 2

Po podstawieniu otrzymamy, tak jak poprzedniopkiveé rownanie réniczkowe zwyczajne
drugiego rzdu, o statych wspétczynnikach:

Lo2r .k
X+—Xx+—x=0.
m m

Podstawiajc %: «f, gdziew, jest pulsag drgan swobodnych oscylatora bez tarcia , oraz

=—, gdziea jest dekrementem tlumienia, otrzymuje sownanie ruchu oscylatora o
m

jednym stopniu swobody w postaci:
(2.8) X+2ax+afx=0.

Rozwigzania tego rownania poszukujemy rOwniew postaci zespolonej, metpd
podstawienia:

1(('[) = Xel :|X| ej(m+0),
przy czym

I

x(t) = joxe,
X(t) = -a Xe™.

Po podstawieniu do réwnania ruchu (2.8) otrzymamy:
(—a)2 + ja)20'+a)§)§ej“I =0.
Réwnanie to musi kyspetnione dla kalegot, zatem musi zachodziéwna¢:

(2.9) - + jw2a + ) = 0.

Jest to rownanie charakterystyczne, kwadratoweegtdpierwiastkamis

(2.10) W,=jataf -a?.

Oznaczajc pulsacg drgaa swobodnych ttumionych uktadu prze =./af —a?, naley
rozwazyc¢ trzy przypadki w zatenosci od a.

2.2.1. Ruch swobodny periodyczny
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Jezeli a < w, , 10 pulsacja drgaswobodnych ttumionych uktad@ jest rzeczywista.
Rozwigzanie réwnania ruchu w postaci zespolonej:

(2.11) x(t) = Xe' =|x|e™ exp[j (Qt +go):|,
mozna interpretowageometrycznie jako fazor o malegj dtugdéci (amplitudzie)
Alt)=|X|e™ = Ae™,

wirujacy w ptaszczynie Gaussa z pdkoscia katowa Q i nachylony w chwilit pod katem
Ot + ¢ do osi rzeczywistej. Koniec fazora zalteespirat logarytmiczm (patrz rys. 2.2).
Rozwigzanie rzeczywiste jest zatem rzutem fazora naajedsi:

*  na g rzeczywisi
(2.11a) x(t) = Re{x(t)} = Ae™ codQt + ¢),

e |ub s urojom

(2.11b) y(t) = Im{x(t)} = A sin(Qt + ¢).

tatwo sprawdzi, ze obydwa rozwazania spetniaj rownanie ruchu (2.8).

A, exp(— o)

H1)=A,e” sin(Qr + @)

Rys. 2.2. Tlumione oscylacje masyoscylatora; przypadek periodyczny, gdy wo.
Logarytmiczny dekrement ttumienia

Czynnike™ we wzorach (2.11a) i (2.11b) wysazanik amplitudy drgamasy oscylatora
w czasie. Jego waéw ciagu okresur = 27/Q wynosie”’, przy czym
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(2.12) S=aT =212 __

o -a®
jest logarytmicznym dekrementem tlumienia.
Biorac logarytm naturalny ze stosunku amplitud dla @ualstczasunT, n = 1, 2, ...
otrzymamy:

—at
A (':\Etz_r) =In Af(HnT) =naT =nd.
Ae

Poniewa dekrement ttumienia jest rowmy= r/m, zatem

=M Al
r=mg=—In———,
nT  A(t+nT)

co pozwala wyznaczyrezystangj mechanicza oscylatora, jeeli znamy mas ukladum,
okresT i zmierzymy stosunek amplitud drga

Przy stabym ttumieniu ukfadu, tj. gdy << w,, czstas¢ drgar thumionych Q jest taka
sama jak drgaswobodnych niettumionych,, zatem

5=27T£:27TL.

@  Jkm

Tak wigc, im wigkszek i mtym mniejszej i tym szybszy zanik amplitudy drga
Czas relaksaciji

Czas relaksacjt ma okrélony sens fizyczny. Jest to czas po ktGrym ampditadga
ttumionych malejee razy, tj. o 20lge = 8.68 dB

Alt) - Ae™ _
Alt+7) Ae“®

=e.
Stad czas relaksacji amplitudy drg#umionych:
(2.13) r=

2
—at
Moc lub energia maleje przy tym tak, jak kwadrafpéitady: [L)j e =g,

e—a(t+r
zatem czas relaksacji energii jest rowny:
(2.13a) T,

Energia ruchu

Wychylenie i pedkos¢ masy oscylatora w ruchu periodycznyawgy (2.11a) réwne:
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x(t) = Re{ x(t)} = Ag™™ cofQt+¢) = A(t) cofQt+g),

() =AY coar +g)- A(1) sirar +g).

Energia kinetyczna:

m {d";—gt)]z cos (Qt+(0)‘ ZlA(t)dAd—Et) CoéQt+¢) Si(th+¢)+
+(QA(t)sin(Qt+¢))2 .

Energia potencjalna:
1

£, (1) =5 k¢ (1) =5

> mQZ[A(t)cos(QHgo)]z.

Suma tych energii jest catkowienerga mechanicza oscylatora:
(t) =Ec(t)+Ey(t) =

2
:%m{QzAz(t)—QA(t)dAd—Et)sin2(Qt+¢)+(dAd—Et)J co§(Qt+¢)}

m

Usredniapc za czasT = 2x/Q, drugi wyraz zawieragy Sin 2(Qt+¢) znika. Jeeli A(t)

zmienia s¢ wolno, to pochodnaccllt A(t) jest mata w porownaniu A(t), zatem trzeci wyraz

2
zawierajcy (% A(t)j mazna pomingé.
Ostatecznie catkowita energia oscylatora jest wigrzeniu réwna:

(2.14) E(t) :%mQZAZ (t) :—;szAfe‘z’t.

Jest to energia oscylatora, ktbmazna odzyské (,free energy”) i nie jest energi
nieodwotalnie tracomna ciepto.

Szybka¢ zmian catkowitej energii oscylatora jest matacorm w ukladzie oscylatora na
skutek dziatania sity tarcia lepkiego:

5:_%20,”@2@—% = 20E(t).

Stad i na podstawie (2.13arednia za cza$ = 27/Q, energia drga swobodnych oscylatora
ttumionego jest iloczynerfredniej mocy traconej w uktadzie i czasu relaksewgrgii:
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2.2.2. Ruch swobodny oscylatora silnie ttumionego

Jezeli o > w, , to rownanie charakterystyczne (2.9) ma pienkiastysto urojone:
(2.15) W,=jatjja’-af

zatem pulsacja drgaswobodnych ttumionych oscylatora nie mascz rzeczywistej i ruch
masy odbywa gi w sposob nadttumiony, tj. mamy do czynienia z tazysyktadniczym
zanikiem ruchu, bowiem rozwdania szczegélne rownania ruchu (2.8)anajsta:

x,,(t)=Xxe“* = Ae? exp[(—air«/a2 - wf)t} :

Zaréwno czs¢ rzeczywista i urojona spetnigjrownanie ruchu oscylatora (2.8), zatem
zgodnie z zasadsuperpozycji rozwizanie ogolne

(2.16) x(t)=e" [A exp(w/a2 —wj)+ A, ex;:(—qla2 —a)oz)} :

jest kombinagj wyrazow wyktadniczych i ruch masy jest aperiodygzorzy czym statéy; i

A zalezag od warunkow pocgkowych.

W szczegoéinym przypadku me dogé do maksimum wychylenia w jedrstrore i do drga

nie dochodzi. Wyspuje co najwyej jedno przéicie przez zero. Poszczegdblne wyrazy w
(2.16) zanikaj z r@na szybkdcia. Wyraz z wyktadnikiem—y/a*-«f znika najwolniej, a z
wyktadnikiem dodatnim rinie.

x(e) I\

Rys. 2.3. Aperiodyczny zanik wychylenia masy ostmyiaw ruchu silnie ttumionym.

2.2.3. Ruch swobodny oscylatora przy ttumieniu krygcznym
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Tak zwany ,aperiodyczny przypadek graniczny”, gd¥ w,, jest dé¢ skomplikowany
matematycznie (,degeneracja”). Wowczas, = ja , 2= 0 ioprocz rozwjzania

% (t) =Re{xe"*} = Ae™",

istnieje jeszcze rozwkanie
% (t) = Ate™.

Zgodnie z zasadsuperpozycji rozwizanie ogolne jest sum
(2.17) x(t)=(A+At)e™,
gdzieA; , A; znajdujemy z zadanych warunkow paisowych.
Poréwnujc (2.16) i (2.17) mana zauway¢, ze zanik wychylenia masy jest w przypadku
ttumienia krytycznegod = w.) szybszy ni w przypadku ruchu silnie ttumionego, gdy>

Wo.
Jest to réwnigruch aperiodyczny (por. rys. 2.3).
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